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INTRODUZIONE

Ossarviamo, in primo luogo, che le funzioni esponenzidi sono della forma y = a* con a costante
positivadiversadal (il casoa =1 é banae per cui hon sara oggetto del nostro studio).
S possono dlora verificare i seguenti due cad (9§ raccomanda di andizzare | due ces

pardldamente e di effettuarne laletturain senso verticae):

| CASO [ CASO
|0<a<1 a>1

In entrambi i casi lafunzioney = a* 5 pud studiare per punti
e condtatare che presentai seguenti andamenti

YA YA

1 1

d T y=o0 0
% y=0 &

E facile veificare che

Poiché le funzioni esponenzidi, come s evince dai due grafici precedent,
sono definite su tutto |’ asse redle, il loro campo di esstenza coincide
con il campo di esstenza dell’ esponente

x=0p y=a’=1b A=(0,1) x=0p y=a’=1b A=(0,1)
Le funzioni non presentano intersezioni con I'asse ddle x

Le funzioni sono sempre postive
indipendentemente dal 1oro esponente

lima* =+¥ lima*=0
X® - ¥ X® - ¥
(y =0 éun asintoto orizzontale sinistro)
lima*=0" lima* =+¥
X® +¥ X® +¥

(y =0 éun asintoto orizzontale destro)

Lafunzione é sempre decrescente Lafunzione & sempre crescente
Laregoladi derivazione delle funzioni esponenzidi
vearaillugrata negli esempi che seguono

Ossarviamo, infine, che, ne nodro dudio, ¢ occuperemo  eclusvamente ddle  funzioni
esponenzidi aventi per baseil numerodi Nepero e > 1.



CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché la funzione data e esponenzide ed il suo esponente € un polinomio, risulta definita su
tutto I’ asse redle, cioe:

CE. ={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Per determinare I'intersezione della funzione con gli ass catesani occorre risolvere, come di
consueto, i seguenti due sistemi:
1x=0

sy = 14 & - .
}x 02 b | 1 b A=gb,—2 eil puqul mtersz?zmne
fy=e’l Tyze- == @0,36 eg| ddlafunzioneconl’asey

e
iy=0 iy=0 jy=0  perché comed evinceda duegrafici soprariportati,
i P S le funzioni idi, indipendentemente
f0=e* fet=0 1ma Sponae peru

dall’ esponente, nonintersecano mai |I'asse ddlle x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anchein questo caso, per o studio del segno dellafunzione, occorre risolvere la disequazione:

y>0
Ne segue;
y>0Pb e“1>0 b sempre peché come 9 evince da due grdfici introduttivi, le funzioni
esponenzidi, indipendentemente dal loro esponenti e ddle loro bas, sono sempre Stuate d di sopra
dell’ asse x. Ne segue:

+++++++++++++++F+++H++
y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Cdcoliamo ora i limiti della funzione esponenzide assegnata ricordando le regole riportate nella
nota introduttiva.

Risulta, pertanto:

. limx-4 i)
lim yzllm (ex '1):ex®+¥ = o :e+¥ = +¥
X® +¥ X® +¥

ey dinded dinde)
lim Y= lim () =e” Tzt =e¥ =¥
X® - ¥ X® - ¥

Nesegueche, per x® £ ¥,lay® + ¥: dunquelafunzione non haasntati orizzontdli.

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Ricordando che:
D(ef(x)) =e'txf '(x)
9 ottiene

D(exz'l) =D (x2 - 1) =e*" ! {2x) = 2xe



Per determinare i punti d massmi e di minimo ddla funzione, bisogna sempre risolvere la
disequazione:

D(y) >0
cioe

21 i2x>0 i x>0
2x€">0pb | P i
tet>0 jsempre

p |x>0

Ne segue che la derivata prima e podtiva per x > 0, cioe:
x=0
©

---------- ++++++++++

Crescenza

m

Per x =0, vaorein cui laderivataprimas annulla, lafunzione presenta un minimo m.

x=0p y:e‘“:e‘lzl@o,%
e

19
Dunque m=§%,ga eil punto di minimo, ovwerom® A.

1. Ogni funzione esponenzide e definita dove e definito il suo esponente.
2. Lefunzioni esponenziai sono sempre positive.
3. Nelo gudio della derivata prima & sufficiente andare a sudiare la derivata ddll’ esponente.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, S avrail seguente grafico ddlafunzione

VA

A £




CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché la funzione data € ancora esponenzide ed il suo esponente € un polinomio, risulta
definita su tutto I’ ase rede, ciog:

CE. ={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

1i-x:o ‘:,x:o b [A=(0,¢) eil puntodi intersezione

fy= el jy=e@,71 ddlafunzione con'asey

iy=0 iy=0 iy=0

]iy .. P ]iyx3 P :,y . P nondci sonointersezioni con | asse delle x
10=e" fet=0 (M

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Anche in questo caso, per o studio del segno della funzione, occorre risolvere la disequazione:
y>0
Ne segue:
G +1

y>0pb € >0 b sempre perché & unafunzione eponenzide, cioe:

y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta
[im(x¢+1) lim(x)

lim 3= lim (ex“l):ex@+¥ —een | =g a4y

X® +¥ X® +¥

. . 33 +1 li (X3+1) |||’T{X3) _y 1 1
|Im):||m(e )=ex®'¥ = e®¥ =g =—¥:_:I§
X® - ¥ X® - ¥ e ¥

Ne segue che, par X ® - ¥,lay ® 0: dunque laretta y = O, ovvero I'asse X, € un Asintoto
Orizzontale sinistro (lafunzione, cioé ci tende solo da Sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
S ha

D(ex3+1) =e"HD (X +1) =™ o3x°) =3¢ e
dacui:
3150 b ?3X2 >0 I sempre (& un quadrato)

) e1>0 T sempre (& una funzione esponenziale)



Ne segue che la derivata prima € sempre podtiva, cioe la funzione € sempre crescente ovvero non
ha né massmi né minimi:

Crescenza

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, S avrail seguente grafico ddlafunzione:

VA




X

y=ex

CAMPO DI ESISTENZA.

Anche questa funzione € esponenzide ma il U0 esponente € una frazione, motivo per cui
risulta definita su tutto I'asse rede trane che na punti in cui il denominatore della frazione s
annulla, cioe

CE . ={xIR:x+1t 0} ={xI Rix - 1} ={{xI R:- ¥ <x<-1,- 1<x<+¥}
Ne segue subito che larettax = - 1 € un asintoto verticae per lafunzione assegnata

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
1.x:0 irx:O
i « PP o b [A=(0.1)| &il puntodi intersezione dellafunzione con I'asse y

fy=et jy=erl=¢€=1

"y:O ‘y:O iv=0
R
fo=el jerizg 1M

b non ¢i sono intersezioni con |’ asse ddle x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
X

y>0b e >0 p sempre in quanto S tratta di una funzione esponenzide, cioé:

++++++++++++++++++++

y>0

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta

. . %

lim Y= lim ¢&" +=
X® +¥ x®+¥e
eX :
lim Y= lim & += e —e** =g e
X® - ¥ x®-¥e 7

Ne segue che, par x ® + ¥,lay ® e dunquelarettay = e éun Asintoto Orizzontale Sa destro che
snistro (lafunzione, cioe ¢i tende Sada destra che da sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

S ottiene:
DO g p B X 0 g o U XT 5 Brle X0 e 1
& o x+1z (+1f 5 S0 (x+)



i
X . ex+1 > O . . . )
re (in quanto funzione esponenzial€
eX+l p 1 5 > 0 p ? 1 :, m ( q - esp . )
(x +1) i ~>0 isempre (in quanto il denominatore € un quadrato)

—_:
—_

x+1)

Ne segue che la derivata prima € sempre positiva, cioé la funzione € sempre crescente (chiaramente
al’interno del campo di esistenza), ovvero non esSono Né massmi Né minimi.

Crecenza

IL GRAFICO.

Unendo tutte le informazioni ottenute ed osservando che per x = - 1 la funzione presenta un buco in
quanto non e definita, § avrail seguente grafico:




x1
y=ex

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché g tratta ancora di una funzione esponenziae con esponente frazionario, S ha:

CE ={xXI R:x?1 0} ={xI R:x1 0} = {x] R:- ¥ <x<0,0<x<+¥}

Non e detto, perd, come vedremo nd seguito, che la retta x = 0 Sa un agntoto verticae per la
funzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

S ossavi in primo luogo che non ci possono essere intersezioni con I'asse 'y, in quanto lungo tae
rettala funzione non & definita. E inutile, pertanto, risolvereil primo dei due soliti Sistemi!!

Osserviamo, pero:
X

0

x=0 : non esiste:
H H - A=(0,0 . :

| ! T ooav_1_1 -0 P (0.0) in tale punto la funzione presenta un buco
¥
¥

x-1 b

el =" =
e
Inoltre, essendo una funzione esponenziale, essa non ha neanche intersezione con I'ase ddle x.

Dunque la funzione data non interseca nessuno del due ass cartesiani.

fy=e® 1Y

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
x_—l
y>0Pb eX >0 b sempreinquanto s tratadi unafunzione esponenzide, cio&

+++++++++++++++++++H+

y>0

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulte

13 {18 .o eex 0 T
e B IR e
X® +¥ X® +¥ 5

13 {18 eex 0 T
e B IR e, 1
X® - ¥ X® - ¥ 5

Ne segue che, per x ® = ¥,lay® 1. dunquelarettay =1 & un Asintoto Orizzontale sia destro che
sinistro (lafunzione, cioé ¢i tende Sia da destra che da Sinistra).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

S ottiene:
x-1 A x-1 .. X-1 2 A x-1 2 2 . X-1 2
S50 S5 gX-1p = a&aXX- (X-1)XRX0 I et - 22X+ 2x0 5 - X+ 2X
D eXZ ::ex @8 5 _:eX2 )@ (4 ) +:ex2 )@ . +:exz i
g o X 2 é X @ e X @ X



dacui:
ioxt i sempre (in quanto funzione esponenziale)

X2 - X% +2x jer >0 |
exX x——"">0b | P {j-x*+2x>0 iX%- 2x<0 ix(x-2)<0
X4 ..-X2+2X ‘I[ p Ir p \% p
T 0 fixt>0 1 sempre T sempre
i sempre (in quantofunzione esponenzale)
b {j0<x<2
1 sempre
cioe:

Crecenza
m M

Ossarviamo innanzitutto che il minimo non esiste perché in x = 0 abbiamo gia detto che la funzione
non é definita.
Pertanto S ha

2-1 1

x=2p y=eZ =¢* @.,28

& 0
Dunque|M =¢2, € +] &il punto di Massimo per lafunzione.
e

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, S avrail seguente grafico ddlafunzione:

10



X2

y=e!

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché g tratta ancora di una funzione esponenziale con esponente frazionario, S ha:

CE ={xI Rix- 12 0} ={xI R:x® 1} ={xI R:- ¥ <x<1,1<x<+¥}
Ne segue subito che larettax = 1 € un asintoto verticale per lafunzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

1x=0 ix=0

. b Jlr . b |A=(0,1)| &il puntodi intersezione dellafunzione con I'assey
fy=et fy=el=€-=1
1y=0 Ly=0 jy=0 : : -

2 bl . P {° . b nond sonointersezioni conl’assedelex

X1 fexl i mai

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
i
y>0pP e*1>0 P sempreinquanto s trattadi unafunzione esponenziae, cioé

y>0
LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risultar
I . &2 0 a(zl'j
&io ||IT§%: li xi || X) »
lim Y= lim ge¥tt=e*¥* P=g* P=gev  =g7 =f¥
X® +¥ X®+¥§ B,
" &2 0 . 206
i ; &ilo ||r1§:1; !(@Iv)x XE lirr) ¥ 1 1
lim Y= lim ge“t+=e* —e —gov =g :T:_:EI
X® - ¥ X® - ¥ & e ¥

Ne segue che, par X ® - ¥,lay ® 0: dunque laretta y = O, ovwero I'asse X, € un Asintoto
Orizzontale sinistro (lafunzione, cioé ci tende solo da Sinidira).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
S ottiene;
exo X 8925 ia@ X>§|_Oi 2 20 X 2.
Dgexl —eXl)DgX . X )g :I) eXl)?X 2X X : -1 X 2)2(
o X-1 (x- 5 (x- 1)

1



da cui:
[
X?- 2X fex_l>0

XZ
elx——=>0Pp |

2 2 _
x-1 . X 2X>

f(x-1)°

i sempre (in quantofunzione esponenzale)

X2 -2x>0

(x-2)*>0

sempre (in quantofunzioneesponenzial €)

ix(x-2)>0 b

Crecenza

x=0pP y=1

2
x=2p y=e?l=¢' @b4,6

Dunque, [M =(0,2)° Al &il punto di Massimo per la funzione ed

minimo.

IL GRAFICO.

Unendo tutte le informazioni ottenute, S avrail seguente grafico ddllafunzione:

Decrescenza

e il suo punto di

I

1
ov™



CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché § tratta ancora di una funzione esponenzide, avente per esponente un polinomio,
moltiplicata per un dtro polinomio, s ha

CE.={xI R:- ¥ <x<+¥}

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

eil puntodi intersezione

ix=0 i x=0 —
i 2 xi2 P 1 2 A=(00)°0 dellafunzione con I’ asse
Ty =x% Ty=0%"= y
iy=0
jy=0 1y=0 i 1y =0
1’ B 2_X+2|I> [N b |'Ix2:O b ix=0 b l,y—op
|0—Xe P X'e 0 I| o 'I‘r‘na] | X=
1 1e€7°=0 I

b |A=(0,0)° O| &il puntodi intersezione dellafunzione con I asse x

Dunque I’ unico punto di intersezione dellafunzione con gli ass cartesiani € proprio I origine.

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
ixX>0 b j sempre (in quantoun quadrato)

y>0pb x€*?*>0b | | _ . .
1e€*2>0 1sempre (in quantofunzioneesponenziale)

y>0

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta

) lim(- 2

lim Y = lim (&%) = lim e = (+¥ ) +¥) =+

X® - ¥ X® - ¥

, lim(-x+2) _
lim Yy = lim (xze'“z): lim x* xex =(+¥ ) =(+¥ )05 fi.
X® +¥ X® +¥ X® +¥

Senza addentrarci troppo nel calcoli de limiti, ricordiamo semplicemente che, par X ® + ¥, le
esponenzidi tendono a zero piu velocemente di tutte le potenze che, a loro volta, tendono a zero piu
velocemente ddle logaritmiche. Ne segue, dlora, che il limite per x ® + ¥ é pari d vdore ddla
funzione pit veloce, ovvero, nel caso pecifico, ddl’ esponenzide. Dunque:

lim = lim () o |

X® +¥ X® +¥

Pertanto, per X ® + ¥,lay ® 0: dunque larettay =0 € un Asintoto Orizzontale destro (lafunzione,
cioe ci tende solo da destra mentre a sSinistra tende ad infinito).




STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Ricordando che:

Dgf ()9 (x)g=Def (x)gra(x) + f (x)>Dga(X)g

9 ofttiene
D(xze' X+2) = 2XXE P+ P e K2 A - 1) =2xe X2 XXz g X2 (2x- xz)
dacui:
fe*?>0 i sempre (in quantofunzion onenziale
&2 (2x- %)>0 b I I sempre (in g eesp )

f2x- x>0 }xz 2x<0
j sempre (in quantofunzioneesponenziale) b i sempre (in quantofunzioneesponenzial€)
i x(x-2)<0 {0<x<2

cioe:

) J=!

2
O

x=0p y=0° A° O
X=2Pb y=22x??=4x"=4x1=4

Dunque, m=(0,0)° O] & il punto di minimo per la funzione ed |M =(2,4)| &il suo punto di
Massimo.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, 5 avrail seguente grafico dellafunzione

14



CAMPO DI ESISTENZA.

Questa volta samo di fronte ad una funzione esponenzide, avente per esponente sempre un
polinomio, ma la funzione dessa € moltiplicata per una frazione, motivo per cui risuta definita su
tutto | asse redle tranne che nel punti in cui il denominatore dellafrazione s annulla, cioe:

CE. ={xIR:x* 0} ={xI R:- ¥ <x<0,0<x<+¥}

Ne segue subito che larettax = 0, ovvero I'asse y, € un asntoto verticae per lafunzione assegnata.

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Osserviamo in primo luogo che non ¢i possono essere intersezioni con I’asse y, in quanto tde retta e

un asntoto verticde per la funzione che, quindi, non € definita per x = 0. E inutile, pertanto,

risolvereil primo de due soliti Sstemi!!!

y=0

X*1_0  yx+1=0 _ jx=-1b |
X P i . P i 1

a2 =0

iy=0 1y 0

]
|o_x+1 p |x+1 on
t X fx

__ f—

i

I

b ({2
=0 I
i

—_

b [A=(-10)| eil puntodi intersezione dellafunzione con I'asse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
| x+1 ix+1>0 jx>-1
y>ob Xleasop 15 7% txso b Fxso
X fe>>0 }'sempre }'sempre (in quantofunzioneesponenziale)

y>0 y<O0 y>0

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta

ax+1 _ ax+10 |II’T( 2) »
i = |j Z e T= i m e cobh =(1D)Hqe™)=+¥
fim § = lim &% ™ = lim =2 (9e”)
. e+l ax+16 lirr-2x) ] 1
lim Y= limc———¢€? T—Im el =(1)>(e¥):—¥:|§|
X® +¥ X® +¥ X 1] x® +¥ X ﬂ e




Pertanto, per X ® + ¥,lay ® 0: dunque larettay = 0 € un Asintoto Orizzontale destro (lafunzione,
cioé ¢ tende solo da destra mentre a sinistra tende ad infinito).

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta
+1 €% - x+1 AU x+1 . X- 1¢ X+1
@( 2x0 ( ) U -2x >ge2x>( ) _aX- O>e -2 )e.zx —
8 ﬂ e 8 x? X
e 10, 0 2X+2_ , e 1 X+25_ ,&l (2x+2)xxo
:8-_2+ - e —-e 8- —- ~=e g X2 ==
X g X X X @ & P
@l 2x%-2x0 L, 8 2x%- 2x- 16
=€ g—2+—e ¢ 5 =
e X a e X 2
dacui:
1e>0 i sempre (in quantofunzioneesponenziale)
0 382X 2X- 10 i i
+>0P j_9y2 9ox.1 P {-2¢- 2x-1>0 p
e x? 2 i————>0
| x? 1 >0
i sempre (in quantofunzioneesponenziale) i sempre
b | 2x%+2x+1<0 b {ma (D<0)
l:' sempre (in quantoé un quadrato) 1 sempre

ciog

Dunque la funzione & sempre decrescente, Ovvero non ¢i Sono Né massmi Né minimi.

IL GRAFICO.
Unendo tutte le informazioni ottenute, S avrail seguente grafico ddlafunzione:




ESERCIZ| PROPOSTI

Sudiare le seguenti funzioni esponenziali:
- 4x+2x2

y=¢€
y - ex- 2
X2 +x+1

y=e




ESERCIZI PROPOSTI
y:2+e—x+3
y=1-e*

y=e"

y=e*

y=x>x"
y=xx*+1
y=ex/x

y=(x- 4)%
y=¢e*- 2¢f

X |

y=xxe
y=41- &
2¢"
e€-1
y=€"- X
y:x>(1- e‘x)

y:




19



